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1 はじめに

ベジエ曲面や B スプライン曲面に代表されるパ
ラメトリック形式の自由曲面は，現在でも多くの
CADシステムにおいて実装されている．中でも，B

スプライン曲面は，基底関数のローカルサポート
や任意の数の制御点に対する定義など，よく知られ
ている多くの利点により，形状モデリングによく使
われている．特に設計・製造の分野では，設計によ
り得られるこれらパラメトリック曲面の評価に，視
覚評価ツール [5, 6]が用いられる．これらのツール
は，曲面の滑らかさや曲率の変化，凸凹を視覚的に
評価するために用いられる．このようなアプリケー
ションのためには，より正確な幾何量の評価が必要
となる．
一方で，Bスプライン曲面を含むパラメトリック
曲面の表示には，通常それをテセレート近似したポ
リゴンが利用される．レンダリングは，頂点の位置
と法線を用いてライティングの計算をし，三角形の
頂点ごとに計算された色を線形補間することで行
う．よって，曲面上の任意の点におけるこれらの色
は，その点における正確な位置や法線を利用してい
るわけではなく，正しい値を表示しているとはいえ
ない．本研究では，近年進展著しいプログラマブル
グラフィックスハードウェア（GPU）を利用して，
非一様 B スプライン曲面の高品質な表示のための
手法を提案する．我々の手法の特徴は，GPU のフ
ラグメントプログラムの中で，フラグメント単位で
正確な非一様 B スプライン曲面の位置や法線ベク
トルを計算することにある．このため，オブジェク
トのスケール非依存で高品質な表示をすることがで
きる．
我々の手法における技術的な貢献は，Bスプライ
ン基底関数の計算を非常に素直な方法で GPUのフ

ラグメントプログラムの中で実装していることに
ある．ノットベクトルの中から，入力パラメータに
ついて適切なノット区間を計算することにより，関
数値の計算コストを減らすことができる．これによ
り，曲面の評価を含めたリアルタイムレンダリング
を実現できる．

2 関連研究

本研究に最も関連深い研究が，Guthe らによっ
て発表されている [4]．彼らは，トリム曲面を含む
NURBSをリアルタイムレンダリングする手法を提
案している．トリムされる箇所は，最初のパスでサ
ンプルされ，トリムテクスチャとして格納される．
2パス目で，一様にサンプルされたグリッドポリゴ
ン上の頂点毎に曲面が評価される．フラグメントプ
ログラムの中で，トリムテクスチャを利用してトリ
ミングが行われ表示が行われる．この方法の一つの
問題点として，入力データをすべて双 3次の有理ベ
ジエ曲面に変換しているため，次数が 3よりも大き
い NURBS はすべて近似曲面として扱われている．
よって，近似を行った時点で，オリジナルの曲面で
定義されている幾何学的特徴がすでに失われてし
まっている可能性がある．また，もう一つの問題点
として，各パッチ毎に描画処理を行っているため，
パッチの数が増えるごとに計算量は増加する．

GPU を利用した曲面の表示に関していくつかの
研究が行われている [1, 9, 2, 3]が，これらの手法は，
しかしながら，最終的にはポリゴンを描画してお
り，1節で挙げたような曲面評価の正確性の問題が
完全に解決するわけではない．これに対し，細分割
曲面に対するフラグメントベースの曲面評価手法が
提案されている [10]．本手法は，この手法を基本と
し，より一般的な Bスプライン曲面への拡張を行っ
ている．



3 非一様 Bスプライン曲面の GPUによ
る実装

本節では，非一様 Bスプライン曲面に対する，フ
ラグメントベースでの評価を GPU上で実装するた
めの手法について説明する．なお本節では，まず B

スプライン曲線をもとにした B スプライン基底関
数の実装方法について述べる．曲面の実装は，基本
的には曲線の実装の単純な拡張により行われる．曲
面では 2 方向のパラメータに対して二つの B スプ
ライン基底関数を計算する必要があるが，曲線では
1方向のパラメータだけで計算できる．

p次の非一様 Bスプライン曲線は以下の式で表さ
れる（表記は [7]にもとづく）:

Cp(u) =
n∑

i=0

Ni,p(u)Pi, a ≤ u ≤ b, (1)

ここで Pi は制御点を，Ni,p(u)は非周期かつ非一様
なノットベクトル (m + 1 個のノット, a, b は p + 1

個):

U = {u0, . . . , um}
= {a, . . . , a, up+1, . . . , um−p−1, b, . . . , b},

により定義される p 次の B スプライン基底関数を
示す．

GPU 上に実装する上での問題点として，現在の
GPUでは，任意の回数に対するループ演算をするこ
とができない：すなわち，for ループでの繰り返し
回数を aとすると，aはプログラムの中で固定され
た回数として定義される必要がある．外部入力や関
数の引数として aの値を取得するようなことはでき
ない．これを基底関数の計算に当てはめてみると，
Bスプライン曲線・曲面における制御点の数 n + 1

（式 (1)）は，GPU上では固定されている必要がある
ため，式 (1)を GPU上でそのまま計算することはで
きない．
そこでここでは，ノット区間を見つけることを基
本とする Bスプライン基底関数の実装方法 [7]をも
とにする．これは，非ゼロとなる Bスプライン基底
関数の値が必ず p + 1個となることを利用するもの
である．

3.1 Bスプライン基底関数の計算と曲線・曲面
B スプライン基底関数 Ni,p(u) は次式で定義さ

れる:

Ni,0(u) =
{

1 if ui ≤ u < ui+1,

0 otherwise,

Ni,p(u) =
u − ui

ui+p − ui
Ni,p−1(u)

+
ui+p+1 − u

ui+p+1 − ui+1
Ni+1,p−1(u). (2)

上記の式 (2) を GPU で実装する上で注目すべき性
質として，ui ≤ u < ui+1 となるようなノット区間 i

を見つけることができれば，p + 1個の Bスプライ
ン基底関数 Ni−p,p, . . . , Ni,p だけを計算すれば良い
[7]．これら以外の関数値はすべて 0 となる．よっ
て，式 (2)を計算する手順は以下のようになる．

1. ノットベクトル U のうち，ui ≤ u < ui+1 とな
る iを見つける．

2. B スプライン基底関数 Ni−p,p, . . . , Ni,p を計算
する．

ここで，もう一つの問題として，GPUの中で次数
の違いをどのように扱うか，ということがある．前
述のとおり，GPU上では可変変数を使ってループ演
算を扱うことができない．従って，次数 pも，フラ
グメントプログラムの計算ルーチンの中では固定さ
れている必要がある．
ここでの我々の解決案として，次数ごとに別々の

計算ルーチンを用意する．すなわち，プログラムの
中で，次数により場合分けすることで別々の関数を
呼び出すことにする．
ノット区間の決定． ノット区間 iの決定は，あら
かじめソートされている 1 次元配列より一つの要
素を抽出する操作に相当する．これは線形探索や二
分探索により計算できる．我々はこの計算に [8]の
二分探索アルゴリズムを簡略化したものを用いてい
る．すなわち，ある入力パラメータ uに対し，ノッ
トベクトルの 1 次元配列 U を二分探索で辿ってい
き，繰り返し計算の中でその範囲を絞っていく．繰
り返し計算の回数は扱えるノットベクトルの数に依
存する．例えば 5 回ならば 25 = 32 個, 6 回ならば



26 = 64 個のノットベクトルを扱うことができる．
アルゴリズムの計算量は O(log n) となる．このア
ルゴリズムの中では u = um のときに範囲が定まら
ないが，別途同一条件を設ける．すなわち，u = um

のとき，ノット区間をm − p − 1として値を返す．
ノットベクトル U は，1次元テクスチャとして格
納し，必要に応じてフラグメントプログラム内で取
得する．テクスチャへの格納方法に関しては 3.2節
で記述する．
B スプライン基底関数の計算． uが iのノット区
間にあるものとすると，Bスプライン基底関数は逆
三角形法 [7]により求めることができる:

Ni,0
Ni−1,1

Ni,1

Ni−2,2

Ni−1,2

Ni,2

Ni−3,3

Ni−2,3

Ni−1,3

Ni,3

· · · (3)

次数 0 の基底関数からはじめ，次数を上げていき
ながら，式 (2) を用いて計算する．次数 p に対し，
計算すべき基底関数の数は

∑p
i=0 i 個である．次数

p の基底関数の計算の中で，計算に必要なノット
は ui−p+1, ui−p+2, . . ., ui+p であり，全部で 2p個で
ある．
B スプライン曲線の計算． 基底関数の計算と同
様，ノット区間 i が決定しているものとすると，
計算に必要な制御点は Pi−p, Pi−p+1, . . ., Pi の計
p + 1個である．n + 1個の制御点はあらかじめテク
スチャに格納しておき，フラグメントプログラムの
中で，iの値に応じて取得する．Bスプライン曲線
Cp(u)は

Cp(u) = Ni−p,pPi−p + Ni−p+1,pPi−p+1

+ . . . + Ni,pPi, (4)

のように N と Pの線形結合により求められる．こ
れらの計算式は，次数ごとに別々の関数として用意
する．
導関数の計算． 1 階導関数 Cp

′(u) は次式で計算
される:

C′
p(u) = N ′

i−p,pPi−p + N ′
i−p+1,pPi−p+1

+ . . . + N ′
i,pPi. (5)

N ′
i,p(u)は Bスプライン基底関数の 1階導関数で

あり，次式で与えられる（導出過程は [7]を参照の

こと）:

N ′
i,p(u) =

p

ui+p − ui
Ni,p−1(u)

− p

ui+p+1 − ui+1
Ni+1,p−1(u). (6)

式 (6) より，導関数の計算に必要な要素のほと
んどを式 (2) の基底関数の計算と共有化できる:

Ni,p−1(u),Ni+1,p−1(u) の計算までが式 (2) と同一
であり，ノットテクスチャ，制御点テクスチャは同
じものを使用できる．このことは，プログラムにお
ける命令数の大幅な減少をもたらす．
Bスプライン曲面の計算． p, q 次の非一様 Bスプ
ライン曲面は，u, v 各方向で決定されたノット区間
をそれぞれ i, j とすると，以下の式で与えられる:

Sp,q(u, v) =
i∑

k=i−p

j∑
l=j−q

Nk,p(u)Nl,q(v)Pk,l. (7)

Bスプライン曲面の計算手法は，曲線の場合とそ
れほど違いはない．すなわち，u, v 各方向ごとに B

スプライン基底関数を求め，(p + 1) × (q + 1)個の
制御点との線形結合により曲面上の点を計算する．
曲面の法線ベクトルは，u, v における各導関数を求
め，外積をとる．

B スプライン曲面の他の計算方法としては，de

Boorアルゴリズムがある．この方法を用いると，曲
面上の点の位置を直接計算することができる．位置
だけを計算するならば，上記の手法の代わりに de

Boor アルゴリズムを用いても計算量はほとんど変
化がない．但し，我々の方法を用いることで，Bス
プライン基底関数の値を，位置と導関数（法線）の
計算で使い回しできる．
3.2 テクスチャの準備．
本節では，GPU上で Bスプライン曲面の評価を

行うために必要な，テクスチャの生成方法について
説明する．テクスチャとして必要なのは，ノットベ
クトルおよび制御点である．
図 1に，ノットベクトルのテクスチャの格納方法

について示す．このテクスチャは，Bスプライン曲
面の計算において，上記で示したほとんどの関数の
中で参照される．各方向につき一つのテクスチャが
必要であり，全部で二つ（ u, v方向）生成される．横
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図 1 二次元テクスチャによるノットベクトルの格納
方法．

軸にはノットベクトルの列を，縦軸には面の idが示
されている．各ピクセルは一つの浮動小数点のみを
格納できる．それぞれの横の列の先頭のピクセルに
は，ノットベクトルの数を格納しておく．これは，
ノット区間を決定するための二分探索アルゴリズム
の中で必要となる．テクスチャのサイズは（ノット
ベクトルの数の最大値 + 1）×（面の数）となる．

Face's ID

R

G

B

A

Cp[0][0] Cp[0][1] Cp[0][m-1] Cp[1][0]

degree in u direction

degree in v direction

the number of control points in u direction

the number of control points in v direction

0

1

2

R

G

B

A

x coord. 

y coord. 

z coord. 

weight

図 2 二次元テクスチャによる制御点の格納方法．

図 2に，制御点のテクスチャの格納方法について
示す．このテクスチャは，Bスプライン曲面の位置
および導関数の計算の際にのみ参照され，一つだけ
作成される．横軸方向にはm×n個の制御点を，縦
軸方向には面の id が示されている．各ピクセルは
4つの浮動小数点を保持することができ，そのほと
んどのピクセルには，一つの制御点の x, y, z 座標
および重みを格納する．重みは NURBSでのみ必要
となる．それぞれの行の先頭のピクセルには，u, v

方向の次数およびそれぞれの方向の制御点の数が格
納される．次数は，様々な関数において利用される
他，次数による場合分けにも利用される．制御点の

数は，位置や導関数の計算時にのみ用いられる．テ
クスチャのサイズは，（制御点の数の最大値 + 1）×

（面の数）となる．
3.3 Bスプライン曲面の描画アルゴリズム
本節では，Bスプライン曲面の描画アルゴリズム

について説明する．
まず曲面の要素のテクスチャとは別に，曲面を三

角形分割したポリゴンを用意する．このポリゴン
は，アルゴリズムの際のフラグメント取得のために
使われる．ポリゴンの各頂点には，頂点座標の他に
曲面の二次元パラメータ (u, v)と面番号を格納して
おく．トリム曲面に関しても，この（トリム化され
た）ポリゴンさえ用意できれば，トリムなし曲面と
同様に扱うことができる．アルゴリズムにトリム曲
面のための特別な関数を必要としない．
図 3 に，提案するレンダリングアルゴリズムの

概要を示す．用意されたポリゴンは，通常のレン
ダリングプロセスの中で描画される．このとき，曲
面のパラメータ (u, v)はテクスチャ座標のそれぞれ
x, y 座標として，面番号はテクスチャパラメータの
z 座標として入力すると効率的である．ただし，テ
クスチャパラメータは，グラフィックス API（e.g.

OpenGL）の仕様により，最大 3.0 までの値しか入
力できない ．そのため，ある大きな数字（例えば
10,000）で割ってから入力し，後のフラグメントプ
ログラムの中でその数値を掛けることで元に戻す．
ポリゴンの各三角形はラスタ化によりフラグメント
に分解され，線形補間されたパラメータ (u, v)と面
番号はフラグメントプログラムに渡される．
フラグメントプログラムの中で，曲面パラメータ

と面番号，および 3 つのテクスチャ（ 2 つのノッ
トテクスチャと制御点テクスチャ）を入力として，
曲面の評価を行う．まず，曲面パラメータとノット
テクスチャより，ノット区間の決定が行われる．次
に，面番号と制御点テクスチャより次数を取得す
る．次数によって場合分けが行われ，別々の関数を
利用して計算が行われる．
なお，本手法では次数毎に別々の関数を用意する

必要があるが，用意すべき関数の数を減らすには，
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図 3 本手法における描画手順．

次のような戦略をとるのが良いと考えられる．すな
わち，次数に応じてすべての関数を用意するのでは
なく，次数の異なる（例えば次数 3, 5, 7 ... など）い
くつかの関数を作成する．用意した次数以外のもの
に関しては，それよりも高い次数で最も近いものに
次数上げを行う．例えば次数 4は 5に次数上げし，
次数 6は 7に次数上げする，など．また，u, v 方向
でそれぞれ次数が異なる場合は，高い方の次数に揃
える．例えば u方向で 3次，v 方向で 5次の場合，
両方とも 5 次にする，など．このようにする理由
は，次数が高くなればなるほど計算量が増えるため
計算量を抑えることと，関数の数を減らすことの両
方の条件を同時に満たすためである．
各次数毎での曲面の位置と法線ベクトルの計算
後，共通のシェーディング処理ルーチンに渡し，そ
のフラグメントにおける最終的な色を計算する．

4 結果と議論

以下に，本手法による描画結果について議論す
る．なお本論文では，双３次非一様 Bスプライン曲
面のみを実装している．
図 4に isophoto [6]を利用した結果の比較を示す．

isophotoは，法線と光線（光源から曲面上の点まで
の線）のなす角度で色分けした表示図である．法線
の連続性を確かめることができるため，CAD 等の

図 4 左: ポリゴンを利用した isophoto の表示結果．右:

本手法による isophotoの表示結果．

アプリケーションで良く用いられる．左図は，ポリ
ゴンの頂点に法線ベクトルを割り当て，これを使っ
て isophotoを表示した結果である．このとき，各フ
ラグメントには，面の頂点の法線ベクトルを線形補
間したものが割り当てられる．右図は，本手法によ
る isophotoの表示結果である．左図の方は，線形補
間による不連続な凹凸が現れており，線形補間によ
り計算された法線ベクトルを利用しているからに他
ならない．これに対し，右図の方は線が滑らかに表
示されていることが確認できる．これは，フラグメ
ント単位で計算された正確な法線ベクトルを利用し
ていることによる．



図 5 本手法による様々なモデルの表示結果．左上: Bス
プライン曲面パッチ．右上: Bスプライン曲面で表現され
たティーポットモデル．下: スプレーモデル．左図には
パッチ境界を表示している．

#patches #control #knot fps

points vectors

surface 1 6 × 14 8 × 16 212

teapot 32 4 × 4 6 × 6 201

spray 266 18 × 18 20 × 20 126

表 1 本論文で使用したモデルに対するパッチ数，１つの
パッチにおける最大制御点数，最大ノットベクトル数，計
算時間．”teapot” はベジエ曲面を一様 B スプライン曲面
に変換している．512 × 512の解像度の画面の表示により
計測．

図 5 に，いくつかのモデルに対し本手法を適用
した結果を示す．また，表 1 には，本論文で使用
したデータの統計と計算時間を示す．計算時間は，
Athlon 64 X2 4800+ CPU, GeForce 7900 GTX 512MB

GPUの環境で計測している．なお，fpsで示される
描画速度は，モデルを回転させたときの平均速度を
計測している．
いずれのモデルに対しても，実用的な描画速度を
得られているのがわかる．ただし，描画速度はパッ
チの数に対して線形に比例しているわけではなく，
むしろ，塗りつぶされるピクセルの数に対し大き
な影響を受けている．これは，フラグメントプログ
ラムでの処理に時間を取られていることが一因で
ある．

5 結論と展望

本研究では，非一様 Bスプライン曲面のフラグメ
ント単位での評価手法と，それを用いたレンダリン
グを GPU上で行うための手法を提案した．本手法
により，粗いポリゴンに対してもフラグメント単位
で高品質なレンダリングを行えることを示した．こ
れは特に，視覚的曲面評価ツール等の応用に対する
利点を持つことが期待できるものである．
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